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Vorwort 1

Vorwort

Die Basis fur die Entwicklung des vorliegenden Ar-
beitshefts zum Thema Integralrechnung bilden meine
langjahrigen Erfahrungen im Unterricht an Oberstufen
von beruflichen Gymnasien in Stidhessen. Vor allem die
heterogene Zusammensetzung in Klassen mit Schile-
rinnen und Schilern, die in ihrem Bildungsgang zuvor
die unterschiedlichsten Schulformen besucht haben,
stellen hohe und vielschichtige Herausforderungen an
die Gestaltung von Unterricht. Das bildungspolitische
Ziel, das Erreichen der Allgemeinen Hochschulreife fur
Schulerinnen und Schiler unabhéngig von ihrer bisher
erreichten Kompetenz zu ermdglichen, setzt voraus,
dass die Schulerinnen und Schiler dort abgeholt wer-
den, wo sie sich befinden. Meine Uber mehrere Jahre
hinweg entwickelten Arbeitsmaterialien fir die Themen-
bereiche der Oberstufe sind darauf ausgerichtet, diesen
Bedurfnissen zu entsprechen. Erzielte Ergebnisse mei-
ner Schilerinnen und Schiler im Landesabitur Hessen
bestatigen, dass der eingeschlagene Weg erfolgreich

Oberstufenmathematik Arbeitshefte herauszugeben.

ist. Es ist daher geplant, auch zu weiteren Themen der c

Nachdem mir immer wieder aufgefallen ist, das*le
meiner Schuilerinnen und Schiler mit der Komp d
Zusammenhange bei der Integralrechnung §
ten hatten, und selbst bei einfachen Fla

gen vor Problemen standen, wurde \‘&
Wegen gesucht, die den Zugang zy, 8§Se
leichtern. Als Ergebnis istdieses&von
Kolleginnen erprobte Unter onz nt

mit dem in der Regel sogar uI q uIe
erfolgreich einen Weg zum Them gralrec ng
den, die von sich selbst behaup athematik réu
verstehen. Durch den h|e Iten Emsheg@ eht
die Mdglichkeit, die neu r enden mat iIschen
Verfahren mit den berej kannten Met der Fla-
chenberechnung zu&upfen und gk

selbst zu erarbeitey Damit wird de

erig

igene Erfahrung mit dem Einsatz der Unterlagen
@dass sich haufig bereits schon bei der Bearbei-
der ersten Seiten motivierende Erfolgserlebnis-
e einstellen, welche oft die gesamte Einstellung zum
Fach Mathematik nachhaltig positiv beeinflussen. Letzt-
endlich haben der Wunsch meiner Schilerinnen und
Schiler sowie auch von Kollegen und Kolleginnen und
entsprechende Anfragen aus Kursen, die nicht von mir
unterrichtet wurden, den Anstol3 gegeben, zum Thema
Integralrechnung dieses Arbeitsheft in gebundener Form
herauszugeben.

Ursula Pirkl

Kommentare von Schiilerinnen und Schiilern:

,Es hat richtig Spal8 gemacht, mit lhren
Unterlagen zu arbeiten. Ich habe alles
verstanden, weil man sich das Thema in ganz
kleinen Schritten selbst erarbeiten konnte u
am Schluss sogar die Aufgaben im Schy,

ohne Probleme [6sen konnte.“
g
S
<

athematik und
Flinf. Seit ich
e, erkenne ich
wieder zurtickbléattern
he Mathematik und

»Ich war immer schlecht,g
hatte in der M/ttelstufe 0
mit Ihren Unterlagen
Strukturen, kann i
und nachlesen,
schreibe gute @en.

'\& ,&9‘ 60

pe g

“

e Themen aus dem Bereich der In-
r Grund- und Leistungskurs und kénnen
|alen Oberstufe sowie an Fachoberschu-
ric htungen in denen die Allgemeine Hoch-
erworben werden kann, eingesetzt werden.
onzept des selbstorganisierten Lernens ermég-
auch angehenden Studentinnen und Studenten zur
rbereltung auf einen Studiengang, der Mathematik be-
inhaltet, ihre Kenntnisse zum Thema Integralrechnung
aufzuarbeiten.

nterlag e; ?halten fur die Abiturprifung in

nu

Auch im Bereich der Nachhilfe im Fach Mathematik
ist der Einsatz der Lern- und Arbeitsmaterialien vorzig-
lich geeignet, da die Unterlagen die Bedurfnisse Ziel-
gruppe ,Zugangsproblem in Mathematik® voll abdeckt.

Methodische und didaktische
Anmerkungen

Die Unterlagen sind darauf ausgerichtet, dass die
Schilerinnen und Schuler weitgehend eigensténdig und
individuell in Lernteams und zu Hause die einzelnen
Themen erarbeiten sowie bei Fehlzeiten auch nachar-
beiten kénnen. Uber Hausaufgaben kann der zeitliche
Rahmen so gesteuert werden, dass 20 Stunden fur den
Abschnitt Einfuhrung in die Integralrechnung nicht tber-
schritten werden. Als Lehrkraft ermdglichen mir die Un-
terlagen mittlerweile die Vorbereitung auf den Unterricht
so zu gestalten, dass ich Uberwiegend die Rolle eines
Lerncoachs wahrnehmen kann. Wahrend leistungsstar-
ke Schilerinnen und Schiler die Themen in der Regel
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2 Vorwort

vollig selbststandig erarbeiten, kann ich bei Bedarf indi-
viduelle Unterstitzung anbieten. Zu Beginn der Stunden
erfolgt eine inhaltsorientierte, fachliche Einfuhrung bzw.
die gemeinsame Wiederholung zur Festigung der bisher
gewonnenen Erkenntnisse und somit die Erweiterung
der Kompetenz des Einzelnen.

Die Unterlagen sind so gestaltet, dass Erlauterungen,
Erkenntnisse und Ergebnisse vollstandig in das Arbeits-
buch hineingeschrieben werden, sodass keine uniber-
sichtlichen losen Blattersammlungen entstehen und alle
Informationen ohne Suchaktionen schnell nachgeschla-
gen werden kénnen. Die vollstdndigen Lésungen werden
als Download zur Verfugung gestellt. Da die Unterlagen
ergdnzend zum Schulbuch eingesetzt werden, sind an
Stellen, an denen beispielsweise weitere Vertiefungen
durch Ubungsaufgaben gewiinscht sind, Platzhalter so
eingefugt, dass Verweise der Lehrerinnen und Lehrer
auf Aufgaben im Schulbuch Ubersichtlich notiert werden
kénnen. Weiteren Anregungen und Verbesserungswun-
schen werden gerne auf Umsetzbarkeit Gberprift.

Anmerkungen zu den einzelnen Kapiteln

Einfiihrung in die Integralrechnung:
Kapitel 1 bis 5:

Der Teil EinfGhrung in die Integral ng
in sich geschlossenes Unterrichts
zelnen Kapitel bauen aufeinander ai un
in der vorgegebenen Reihenfolge bear
Kapitel 1 bis 3 werden anhand der B
chenstiicken bei linearen Funktio
des Begriffes Integral, alle Ei
funktion hinsichtlich von F|3
ordinatensystem erarbeitet.
den Regeln bleiben fiir die Schilerinne
Uberschaubar, da g

In K i?l erfolgt unter Verwendung der nun bereits
bekann tammfunktion ein einfach nachvollziehba-
rer nschaulicher Ubergang zum Begriff Integral.
male Herleitung der Stammfunktion von f(x) = x®
r Grenzwertbildung ist fur das Gesamtverstandnis
nicht notwendig und kann im Grundkurs Ubersprungen
werden. Auch die Betrachtungen zum funktionalen Cha-
rakter der Stammfunktion sind optional und kénnen zur
Binnendifferenzierung in heterogenen Lerngruppen her-
angezogen werden.

Die umfangreichen Betrachtungen an Geraden kos-
ten zwar zu Beginn der Unterrichtsreihe etwas mehr Zeit
als der klassische direkte Einstieg Uber die Grenzwert-
bildung von Ober- oder Untersumme. Das gleicht sich

jedoch wieder aus, da die Schilerinnen und Schiiler die
Rechenregeln fur die Integralrechnung als Erganzung
zu den Regeln fur den Umgang mit der Stammfunktion
sehen, Begriffe klar trennen kénnen und am Ende von
Kapitel 5 ohne Probleme in der Lage sind, die vorge-
gebenen Standardaufgaben zur Flachenberechnung

selbststéandig zu I6sen.
‘0
¥

Im Abschnitt Anwendung der Integr e%ung findet
sich eine Sammlung von Arbeitsblatt ur Einfihrung
in abiturrelevante Standardtherg er Integralrech-
nung. Die Aufgabenstellung in @el 6 knipft dabei an
das Beispiel zur Berechnun rbeit aus den Vorbe-

merkungen an, wobei d eutung von Flachen im
ufgabenstellung fur weitere

Sachzusammenhang ei
Beispiele erlﬁter‘[ w@

er Intergralr & ng:
el 1

r dle Im& Substitution wird zunachst
iv an Beispielen plausibel ge-
e Betrachtung erfolgt an einem
rarbeitung des ausfihrlichen Sub-
s bei der linearen Substitution. Die
ur e-Funktion setzten die Kenntnis von
geln bei der e-Funktion voraus und kénnen
t nach der Einfihrung in die e-Funktionen be-

&

Anwendung der Integralrechnung:
Kapitel 6 bis 10

Eine Behandlung des Substitutionsverfahrens auch
fur nicht lineare innere Funktionen und die partielle In-
tegration durfte dem Leistungskurs vorbehalten sein
bzw. als Vorbereitung auf das Studium dienen. In beiden
Kapiteln werden die jeweiligen Integrationsverfahren
anhand von Standardfunktionen mithilfe von Beispielen
erklart bzw. erarbeitet. Auf komplizierte Verfahren, die
trickreiche Substitutionen verlangen oder die mehreren
Stufen bei der Integration bzw. beide Integrationsverfah-
ren bendtigen, wird nicht eingegangen. Die Reihenfolge
von Kapitel 12 und 13 ist daher beliebig.

Integrationsverfahren bei e-Funktionen und die log-
arithmische Integration in Kapitel 14 und 15 kann erst
nach der Behandlung der entsprechenden Ableitungsre-
geln erfolgen.
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Einflhrung in die Integralrechnung 3
Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Wie Sie sicherlich bereits aus dem Physikunterricht der Klasse 11 wissen, kdénnen die Flachen zwischen
dem Graphen einer Funktion und der x-Achse eine inhaltliche Bedeutung haben. Dies soll nun am
Beispiel der Berechnung der Arbeit noch einmal kurz dargestellt werden.

1. Arbeit bei konstanter Kraft 00

&
Egal wie weit ma \0
den Wagen nach
oben zieht, man
bendtigt Uberall die
gleiche Kraft '

Diesen Sachverhalt kann man in einem F,s-Diagramm wie folgt d

A
FIN
NI i Produkt F ird doch
ie Arbeit be et. Also
E entsprich lache des

Rechteckflache A N Re; :f:j?; Arbeit
A=F-s \
&

o o
2. Arbeit bei zunehmexyl
0 Je weiter die Feder
W V ausgedehnt wird, desto

mehr Kraft bendtigt
man.

N
&

\@ei einer Feder sieht das zugehorige F,s-Diagramm wie folgt aus:

SV

»
»

FIN] Die Flache des Dreiecks gilh
entsprechend zum Beispiel
oben, die Arbeit an, die beim

F - Ausdehnen der Feder
Dreieckflache verrichtet wird, also
1
A=%F .S W = E F-s /
°  sm

02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen



4 Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

3. Arbeit bei sich beliebig dndernder Kraft

In diesem Fall kdnnte ein F,s-Diagramm so aussehen:

FIN]

Zielsetzung:

Mit diesem Arbeitspapigr soll nun eine

g € Berechnungsmethode erarbeitet werden, mit der man
Flachen bereche?n, die in eine rdinatensystem dargestellt werden kénnen und die keine

geraden Rander
Q’s
3

&edoch die eigentliche Aufgabenstellung in Angriff genommen wird, sollen zunachst noch fir das
rstandnis der Vorgehensweise grundlegende mathematische Vorraussetzungen wiederholt werden.

egrenzung h

Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag



Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

4. Mathematische Voraussetzungen

Abweichend von Ihrem Schulbuch werden in diesem Arbeitspapier zunachst noch keine Flachen
betrachtet, bei denen die Begrenzung durch eine Kurve beschrieben wird. Alle notwendigen
Erkenntnisse werden hier zunachst anhand von Flachen erarbeitet, die man auch mit den Form

fur Rechtecke, Dreiecke und Trapeze, also elementargeometrischen Betrachtungen, berechn
kann. Das hat den Vorteil, dass viele Ergebnisse mit bereits bekannten Methoden Uberpr%&rden
kénnen und somit das Verstandnis fur die nun neu zu erlernenden Verfahren der Flach

berechnung erleichtert wird.

Wiederholung von Flachenberechnungen im Koordinatensystem: é’@
a) Dreiecke im Koordinatensystem \0
Im folgenden Koordinatensystem ist ein Dreieck so eingezeichng &ss eine Seite auf der

x-Achse liegt. Diese auf der x-Achse liegende Seite wird als G seite g gewahlt und hat wie
bei einem Steigungsdreieck die Lange Ax, hier so$t Ax =2 Langeneinheiten). Die HOhe

des Dreiecks entspricht hier dem Funktionswert er X) = 2x an der Stelle x = 2 also

f(2) = 4 LE. N
P e"

% ier d schrlftung @enwerten vorgegeben ist,

ibt ur & Flach

40
ﬁh%&re%
h M¥(x)_2f2)_24_,
e

(F deutet Flacheneinheiten)

i=)

=] ===

1

el

Pl

Verallgemei man diese B t htung fir ein Koordinatensystem, dessen Achsen nicht mehr
mit Zahle chriftet sind

Erlautern Sie, warum man fur f(b) den Wert 2b einsetzt,
indem Sie den folgenden Satz erganzen:

f(b) ist der Funktionswert an der Stelle x = und
dieser wird berechnet, indem man b in die

fiE]==
(E)==k der eingezeichneten

Geraden einsetzt.

Flache des Dreiecks A:

we=h

g-h Ax-f(x) b-f(b) b-2b _b?
2 2 2 2

Anmerkung: Wenn Sie fir b nun den oben verwendeten Wert 2 einsetzen erhalten Sie wie oben

fur die Flache den Wert 4 FE.

A=
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6 Einflhrung in die Integralrechnung
Vorbetrachtungen

b) Trapeze im Koordinatensystem

Flache eines Trapezes
laut Formelsammlung:

Zeigen Sie durch Rechnung, dass %eh
Koordinatensystem einen Betra =

Raum fir Rechnung:

<
e\

Cizerlurr dlass
TiApH LM

%

6

$n0

Um 90° gedrehtes TrK
Koordinatensystem. ‘

|m abgebildeten

é&

0
o R4 Q"' {’

Ubertragt man die Ub er &gen fur da
Koordlnatensystem s Trapez er

0 iz

o) 1A
L

o
@o
0 a E

—
%

flx)

Raum fir Begriindung:

eck im nicht mit Zahlen skalierten

sich die folgende Abbildung:

Begriinden Sie, ggf. durch entsprechende
Rechnung, dass sich fur die Flache des Trapezes
im Koordinatensystem die Formel

f(a)+f() ,
2

A=
ergibt.

Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen
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Einflhrung in die Integralrechnung

Kapitel 1 Rand- und Flacheninhaltsfunktion

Kapitel 1: Rand- und Flacheninhaltsfunktion

In diesem Kapitel werden anhand aufeinander aufbauender Aufgaben grundlegende Zusammenhange
hinsichtlich der neuen Methode, Flachen zu berechnen, erarbeitet. Uberspringen Sie daher keine
Aufgabe. Sollten Sie sich hinsichtlich Ihrer Losung nicht sicher sein, so sind zum Teil Kontrollergebnisse
angegeben und Sie finden zum Vergleichen Ergebnisse im Anhang. o
<

Neue Bezeichnungen und Schreibweisen ‘0

Auf den nun folgenden Seiten wird der Begriff Randfunktion verwendet und Flachen nicht it dem
Buchstaben A sondern in der Schreibweise Aq(b) angegeben. Verdeutlichen Sie sich dj deutung.

¢ Randfunktion: é

Die Randfunktion stellt jeweils die obere Begrenzung der in den Abblldu¢x dargestellten

Flachen dar.
e Flichenangabe mit Grenzen: ‘ ‘9
Bisher wurde fir die Flache nur der Grobeuchst ve det Im Folg wird diese

Schreibweise erganzt. Beispielsweise bedeut
1.1, dass die Flache bei x = 0 links an der vy,
und rechts an der senkrechten Gerade x

: A von Nullbj |er] in der Aufgabe
se ogenannte ren Grenze, beginnt
der @nannten ob Grenze, endet. Erlautern

‘0
1. Der Begriff der FIéch@@altsfunkti
g o

Aufgabe 1.1
a) Berechne@ die markie lache mithilfe von elementargeometrischen Mitteln, also mit der
die Flache eines Dreiecks. Bestimmen Sie dazu die Zahlenwerte

Ihneg békannten For
Q@und f(4) mithj er Angabe zur Randfunktion und der Abbildung.

z 'r:::'l

Randfunkiigm; f{x=x

Formel
h
\ q Dreiecksflache: A= 92—
"W Grundseite: g=Ax=
Hohe: h=f(4)=
Ax 40 Flache zwischen

0 und 4: Ao(4) =

02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen



Einflhrung in die Integralrechnung

16 Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

Kapitel 2

Kapitel 2: Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

In der nun folgenden Aufgabe soll die Berechnung von Flachen, die links nicht an der y-Achse beginnen,
untersucht werden.

1. Flachen, die nicht an der y-Achse beginnen

Aufgabe 2.1 o
Gegeben ist die Randfunktion f(x) = x+1 ‘

a) Bestimmen Sie die Flacheninhaltsfunktion Ay(x) sowie die weiteren angegebenen Fl3
Berechnen Sie fur die Randfunktion f mithilfe der Flacheninhaltsfunktion Ag(x) di E den

Flachen:

Ao(x) = . é\0
_ N\

Ao(1) = 00

Ao(4) = $ O

Ao(5) = Q % be
b) Mithilfe der Ergebnisse aus Aufgabe a) so un I% en folgen&ufgaben i) bis iv) grau
markierten Flachen berechnet werden. 6 Q
i) Erlautern Sie den dargestws ?R%nse& und das Ergebnis.

¥4 | | o
atr kT §

3 St \zen fur die Flache:
2 0’» 0‘?nke Grenze: a=
v‘ rechte Grenze: b=

: 4 V
) \o"'

2 K -

Q'\‘ Erlauterung:
\‘D' (1) Ar(4) = Ag(4) — Ag(1) (1)
SV

(2) Ad)=12-15 2)

(3) Ay(4) = 10,5 FE (3)

Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag



Einflhrung in die Integralrechnung

Kapitel 2 Von der Flacheninhaltsfunktion zur Stammfunktion

17

i)  Erlautern Sie den dargestellten Ansatz, die Rechenschritte und das Ergebnis.

.r. A |

6 LT Grenzen fur die Flache:
Mol +w=s

a linke Grenze: a= 00
‘ <
rechte Grenze: b= ‘

v

Erlduterung: 0‘9
(1) A1(x) = Ao(x) — Ao(1) (1)

(2)A1(x)=%x2+x 1,5 +0(26@

w«v

(3) Ar(x) = x+1 00‘00 <°'

P
o 6
?' Q"' {’

iii) Berechnen§nun die Fla@a4(5) entsprechend zu den Zeilen (1) bis (3) dieser

Aufga i) \ )
X *
\ Grenzen fur die Flache:
A
\ andfu‘m ‘t | linke Grenze: a=
. ‘ 6 fx) = X
AN 5 rechte Grenze: b=

O
& , AB)=A_(_)-A ()

1 Aq(5) =

A(5) =
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Einflhrung in die Integralrechnung

Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion 23

Kapitel 3

Kapitel 3: Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion
Bisher wurden die Flachen zwischen einer Geraden und der x-Achse mithilfe der Flacheninhaltsfunktion

Aa(x) berechnet. Nun soll das Verfahren verallgemeinert werden, indem die Stammfunktion zur
Berechnung von Flachen herangezogen wird.

o

Zunachst soll im folgenden Beispiel geklart werden, wie man mit einer Stammfunktio@ézléche

1. Grundlegende Betrachtung zur Flachenberechnung mit der Stammfunktion

berechnen kann und wie die Konstante c in die Rechnung einflie3t. Erlautern bzw. er en Sie
dazu die Angaben unten. @

Riickblick: é

Im Kapitel 2 wurden flr die Randfunktion f(x) = x + 1 mithilfe der Flachen& sfunktion

Ao(x) = 1 x + x die folgenden Flachen berechnet:

s~
150 T <#1

2 F

71 I 1 4 5 6 &e Q FI R S
A1(4)=10,5FE " ov oéo 'w

Q QS)=;,5FE
I

Nun sollen diese Flacv hter der mmfunktion erneut berechnet und die bereits
bekannten Ergebnissel |ch geéen werden.

F(x) = Ao(x)+c =0&+ X+c ec Ermitteln der allgemeinen Stammfunktion mit
& V Konstante ¢ aus der Flacheninhaltsfunktion
O ¢
F(0)= Ao@Q Fc= 0+0e&d~cC Berechnen der Stammfunktion fiir x =
’ ‘t

FQs A(1)+c= 05+1+c=15+c Berechnen der Stammfunktion flir x =
‘eo F(4)= A)4)+c= 8+4+c= +c Berechnen der Stammfunktion fir x =

F(5)= Ayb5)+c= 125+5+c= Berechnen der Stammfunktion fir x =

02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen



Einflhrung in die Integralrechnung

24 Berechnung von Flachen mit der Stammfunktion

Kapitel 3

Berechnen Sie nun die folgenden Differenzen (beachten Sie, dass bei der Subtraktion von Summen
Klammern gesetzt werden mussen) und vergleichen Sie die Ergebnisse mit den im Ruckblick oben
dargestellten Flachen.

a) F(4)-F(1)=
b) F(5)—F(4)= ‘\@

c) Vergleich: o
&
Die Uber die Bildung der Differenzen F(4) — F(1) und F(5) — F(4) bereﬁen Zahlenwerte sind

mit den Zahlenwerte& dle&goerechneten Flache.

<° ’
Folgerung aus dem Vergleich: p

Mit der Differenz F(4) — F(1) berechneté fur@? r@%t :0 die Flache zwischen
und mit der D|ffere @ ‘} @ur die Randfunktion f(x) die

0
Flache zwischen @ v 0 0\
V'o o"' &

d) Was stellen Sie bei &:nung in wb) bezlglich der Konstanten fest?

Qs‘

merung aus der Feststellung:

Merke

&
0 Die Konstante c ist Bestandteil einer Stammfunktion F(x). Da die Konstante bei der
Berechnung von Flachen zwischen jeweils gegebener linker bzw. unterer und rechter
bzw. oberer Grenzen jedoch keine Rolle spielt, kann man sie bei Rechnungen
vernachlassigen.
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Erganzen Sie den folgenden Merksatz:

Flache zwischen zwei linearen Funktionen
Wenn man die Flache zwischen zwei Funktionen mithilfe der Differenzenfunktion h(x) c@@

berechnet, spielt es Rolle, ob die Flachen vollstandig ober- oder unterhalbQ

&
9
&

8. Berechnung von Flachen zwischen zwei sich schneidenden Gerad@

oder teilweise ober- oder unterhalb der _ -Achse verlaufen.

Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = —%x -1 und@= @ . Markielsge zwischen

den Grenzen a = -4 und b = 0 die Flachen zwische b Geraden.

0@0

a) Sie haben gelernt, dass man
Differen nktion h(x) e eln kann. Erlautern Sie, warum man in der folgenden Rechnung
flr dig e das falsche ETgebnis OFE erhalt:

8 2

0‘0 A_4(0)=[H(X)]i=[—gxz—gx} = —(—3'16+ﬁj=0—(—6+6)=0FE
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Kapitel 4: Flachen unter Kurven

Nachdem Sie gelernt haben, dass man bei Geraden als Randfunktion mithilfe der Stammfunktion die

Flache berechnen kann, die zwischen einer Gerade g(x) und der x-Achse sowie zwei senkrechten

Geraden liegt, welche die untere Grenze x = a und die obere Grenze x = b bilden, sollen diese

Kenntnisse nun fur nicht lineare Randfunktionen, d.h. Kurven, erweitert werden. Daftr wird zunéchs

madglichst einfache Randfunktion f(x) = x* betrachtet. o
$

‘\0

In der Abbildung ist die Randfunktion f(x) = x* dargestellt. Formulieren Sie unt rwendung lhrer
Kenntnisse hinsichtlich des Zusammenhangs zwischen Randfunktion und,iﬁl funktion eine
Hypothese Uber die Berechnung der grau markierten Flache. e

N

1. Formulieren einer Hypothese

yA / Hypothese: 00

16 Aus de erleén zur Berechnung von Flachen

n man furg arklerte Flache

unter
er F&on f(x) = gende Vermutung
mfunktion ggleiten:

+ e hg
,&Qx oémréﬁuows%x) F(x) =

é
>

12

3 o

Abb. 4.1 &
v, @oo'v &
2. Berechnen der Flache Annahm% Hypothese
Berechnen Sie de @? rten Fléwhalt, also der Flache zwischen der Randfunktion f(x), der
x-Achse, der unt Grenze a = d der oberen Grenze b = 4 aufgrund Ihrer Hypothese mit der
vermuteten S funktion:
Flacheqblt von a = 0 bj Ao(4) = [ ik
Qs‘
\ Ao(4) =
‘Q Vermutung Uber den Flacheninhalt:  Aq(4) = FE

)

3. Nachweis zur Giiltigkeit der Hypothese

Um die Gultigkeit der oben erstellten Hypothese zu untersuchen, geht man wie folgt vor: Die
gesuchte Flache wird zunachst durch treppenformig angeordnete Rechtecke bzw. Balken oder
Trapeze angenahert. Liegen die Rechtecke Uber der Randfunktion, so bezeichnet man die Summe
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aller Rechteckflachen als Obersumme O. Liegen die Rechteckflachen unterhalb der Randfunktion,

so bezeichnet man die Summe aller Rechteckflachen als Untersumme U. Berechnen Sie nun in

Aufgabe a) und b) die Flache der jeweils abgebildeten Rechtecke bzw. in Aufgabe c) die Flache der
eingezeichneten Trapeze sowie die Summe aller Rechteck- und Trapezflachen.

a) Annaherung der Flache liber die Bildung der Obersumme O mit Balken o

¥ Berechnung der Rechteckflachen:
g &

] e
Oo(1) =
ol

= 1, 04(4) = gﬁ
Abb.4.3.1 A\
Summe: 030 @‘ 60
Setzen Sie ein: "identisch zur" oder "kleiner alegie" w'gﬂser als @
<

Die genaue Flache unter der Kurve ist xq & q éﬁ Uber die
S MR\

Obersumme O berechnete Flache.
.‘0
(\e Ov ¢° 90
.. 4@ 3V |
b) Annaherung der Flach ut;?e Bil gd tersumme U mit Balken

< $ _.
¥ %hnung der Rechteckflachen:
. @9

A\

’1}' U(2) =
QY

@ . : —- Us(4) =
0‘eoAbbA.&Z

Erganzen Sie entsprechend zur Obersumme: Die genaue Flache unter der Kurve ist

uber die Untersumme U berechnete Flache.
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Kapitel 5: Rechenregeln fiir Integrale

Bei der Berechnung von Flachen mithilfe der Stammfunktion bzw. der Integralrechnung gelten alle fiir
die im Kapitel 1 bis 3 fur Geraden hergeleiteten Regeln. Zusatzlich kommen nun noch Definitionen und
einige Rechenregeln fir den Umgang mit Integralen hinzu.

Def.: Ein Integral, bei dem keine Grenzen angegeben sind, nennt man unbestimmtes Integr$0
= [f(x)dx =F(x)

Man lasst die eckige Klammer bei der Stammfunktion weg und figt d@dle
Integrationskonstante hinzu.
Ein Integral, bei dem Grenzen angegeben sind, nennt man bestim Integral.

&®

Bestimmung der Stammfunktion bei einfachen Potenzfunktionen: 0‘

n+1

Potenzregel mit Faktorregel: l$ F R
U5.1 Beweisen Sie die Potenzregel, indem Sie dle&g @ng der Sta ktion berechnen.

U5.2 Berechnen Sie jeweils die St tlo ufe Ihre Rechnung, indem Sie die
ermittelte Stammfunktion W|e en Sl@e Ergebnisse ein.

a) f(x)=4 F(x)- f(n—& & c) f(x)=3x* F(x)=

d) f(x) = 8x* F(x)= ‘@\ {0 F(x)= f) f(x)=15x> F(x)=

f(x) = 3x° X)WQ h) f Xz F(x)= ) f(X)=% F(x)=

f(x) = 7 \@ ~‘gxgx&ff(x VX F(x)= 1) f(x) =% F(x)=

Q‘&

&
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Kapitel 6: Kontextbezogene Bedeutung von Flachen

Wenn man eine Flache mithilfe der Integralrechnung berechnet und dieser dann die Einheit
Flacheneinheiten FE zuordnet, versteht man darunter in der Regel, dass es sich um eine Flache im
geometrischen Sinn handelt. Wie Sie jedoch im Einstiegsbeispiel zu Beginn des ersten Kapitels gesehen
haben, kann einer Flache im Koordinatensystem im Kontext einer Aufgabenstellung auch eine ande%
Bedeutung zukommen. In diesem Kapitel sollen exemplarisch einige dieser Aufgabenstellungen 0

behandelt werden.
$
\@
1. Flachen im Kraft-Weg-Diagramm 0‘

Ein Roboterarm bendtigt fir die Bewegung eines Gegenstandes sl i;ﬁﬂé‘
auf einem FlieRband Uber die Strecke von 0 bis 4 m eine Kraft,

die mithilfe der Funktion F(s)= 2./s beschrieben werden kann.
Die Funktion F(s) ist im Diagramm nebenan dargestellt.
4

des Ansatzes W = IF(s)ds berechnen kann, und
0
mithilfe einer Rechnung einschliellich der B tu Q
Ige&

Begrunden Sie, warum man die hier verrichtete Arbe'{&ilfeo‘
en x
n
W,

Einheiten, dass sich fur die verrichtete Ari

ergibt: W = 1067 Nm (/]
O
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2. Grundlegendes zur Bedeutung von Flachen

Im Beispiel zur Berechnung der Arbeit ist die kontextbezogene Bedeutung durch die Ausfilhrungen
zum Einstiegsbeispiel in den Vorbetrachtungen ersichtlich. Hier soll eine grundlegende Méglichkeit
verdeutlicht werden, wie man die Bedeutung einer Flache ermitteln kann.

o

Merkmal 1:  Es handelt sich in der Regel um Flachen im ersten Quadranten des ‘0

Merkmal 2: Das Produkt der Einheiten der GrofRen, die mit der y- und x-Achse darggste® werden,
&nung der

Koordinatensystems.

muss eine sinnvolle neue Einheit ergeben. Begrindung anhand der B
Arbeit.

O‘Q\
S
F [n4

éme chlecke

(x)- Ax

w& \ hetTurnuj‘;Nl‘:p

X

ie Flache u er Kurve wird mit der\
0 Integralreghriéhg letztendlich aus der

" Summegug®ndlich vieler ganz schmaler
e berechnet. Da sich flr jede
ckflache mit dem Produkt aus Breite
Ohe die Einheit Nm ergibt, erhalt man
ch fur die Einheit der Gesamtflache die
Einheit Nm, also die Einheit fur die Arbeit./

Nm ist die
physikalische Einheit
fur die Arbeit und
damit entspricht die
Flache der Arbeit.

Ursula Pirkl, Integralrechnung selbstorganisiert erlernen 02-030-251© 2013 Lehrerselbstverlag



Kapitel 6

Anwendung der Integralrechnung
Kontextbezogene Bedeutung von Flachen

71

Weitere Beispiele fiir Flachen mit kontextbezogener Bedeutung.

Auf der x- und y-Achse werden die im Folgenden angegeben Groéen abgetragen. Geben Sie jeweils

die Einheit und die Bedeutung der Flache an.

sigkeit k(t) pro Stunde
Einheit [k_g}
h

Ausstol} von
Rulpartikeln pro Tag

r(t)
Einheit {@}
d

Bedeutung der Bedeutung der Einheit der Bedeutung der
y-Achse x-Achse Flache Flache 0
Geschwindigkeit eines | Zeit t 0
Fahrzeuges v(t) [A]=| — “
Einheit [s] «
Einheit | e“
s [Al=[ ] zé'
@,
Zufluss- bzw. Abfluss- | Zeit t A
rate von Wasser in [A]= [—} XK "9
einen Behalter r(t) pro | Einheit [s] &
Sekunde &
3 Al=
Einheit {m—} Al=] QU °$
5 >
Anderungsrate der Zeit t @ 90
Konzentration eines =
Stoffes in einer FlUs- Einheit [h] @

Ausstol3 von
RuRpartikeln mit\
einem bestimmten

Durchmessegy(X)
Ein%@}

leunigung eines
rzeugs a(t)

Einheit {mz}
S

Zeit t

Einheit [s; h; etc.]

Anzahl verkaufter oder
produzierter Artikel pro
Zeit, d.h. Verkaufsrate
oder Produktionsrate

Einheit | 2AnZah!
Zeit

Zeit t

Einheit [s; h; min; ...]
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Ubungen
U6.1 Dem nebenan abgebildeten Graph kann entnommen F(t)[kg/h]

werden, welche Menge einer Reagenz bei einem
chemischen Prozess zu einem Zeitpunkt t entsteht. Damit |
wird die Reaktionsgeschwindigkeit r(t) angegeben. Fir

r(t) gilt: r(t)=0,5x*— 4x* + 8

Einheiten: r(t) wird in der Einheit % und die Zeit t in der
Einheit Stunde h angegeben.

Begriinden Sie, warum man die Menge R der insgesamt
2

entstandenen Reagenz mithilfe des Ansatzes R = Ir(t)dt
0

berechnen kann und zeigen Sie mithilfe einer Rechnung

einschliellich der Betrachtung von Einheiten, dass sich

hier R = 8,533 kg ergeben. \0
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Kapitel 7: Parameteraufgaben

Bisher haben Sie Flachen bei Funktionen berechnet, die eindeutig bestimmt waren, bei denen also
auller der Variable x keine weiteren Variablen vorgekommen sind. Es gibt jedoch auch
Aufgabenstellungen, bei denen die Gleichung einer Randfunktion eine weitere Variable, einen
sogenannten Parameter, enthalt. Im Folgenden wird im Beispiel 1 zu diesem Aufgabentyp eine

Aufgabenstellung aus dem Bereich der Architektur vorgestellt und im Beispiel 2 eine rein formale

Aufgabe ohne Anwendungsbezug bearbeitet.

Beispiel 1:

Ein Gebaude soll auf Wunsch eines Bauherrn im Giebel ein Fenster erhalten
durch eine Parabel und dessen unterer Rand von der x-Achse begrenzt wi
des Fensters soll durch die Gleichung ry(x) = — ax® + 4a bestimmt werde

insgesamt 16 m? betragen.

Uberlegungen zum Verstindnis der Aufgabenstellun

%

‘0
‘\@

, @en oberer Rand
@F' parabelformige Rand

die Fensterflache soll

<

Sie haben bisher wahrscheinlich noch keine oder n nlg rungen mit F&gRtionen, die einen
Parameter enthalten, gesammelt. Daher soll nun deutlicht wer ’was der Parameter
bewirkt. Dazu sind in der folgenden Abblldung zu den Par na=1,a=2unda=0,5
abgebildet. Ordnen Sie den Parabeln die N ap n zu un‘ schreiben Sie lhre

Uberlegungen:

gegebene Funktion:

ra(x) = — Za

‘99
\oofb

O
Q‘b

(1) a=1 ri(x) = + O: P 90 o T
0z el (Y ¢ 2y
(3) a=0,5 ro_5(x)-—$2+2 (7)) | hﬁ :

&

Erlauterr) elche Auswwkungﬁarameter a auf die Flache des Fensters hat und markieren Sie
die Flﬂe\welche von ry(x) bestimmt wird.

SY

Losungsvorschlag fur die Aufgabenstellung

Man kann aufgrund des gekrimmten Randes nicht direkt sehen, fir welches a die Fensterflache den
gewiinschten Wert von 16 m? annimmt. Die Vorgehensweise zur Ermittlung des passenden Para-
meters a soll nun schrittweise erfolgen:
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Kapitel 8: Rekonstruktion von Funktionen

Bisher haben Sie hinsichtlich der Integralrechnung Aufgaben bearbeitet, bei denen nur ein Parameter im
Funktionsterm enthalten war. Nun wird diese Aufgabenstellung so erweitert, dass kein Koeffizient
bekannt ist.

Auch bei diesem Aufgabentyp, den Sie bereits aus der Klasse 11 kennen, kann man ahnlich wie er
Untersuchung von Kurven oft systematisch vorgehen, indem man den gegebenen Aufgabente o
schrittweise analysiert. Die Vorgehensweise soll an einem rein formalen Beispiel ohne @
Anwendungsbezug dargestellt werden.

1. Zuordenen eines Funktionstyps @
Man muss aus der Aufgabenstellung zunachst herausarbeiten, um welcher, von Funktion es sich

handelt und dann fir diesen Funktionstyp die allgemeine Gleichung notigr@ m Folgenden sind die
Ansatze fur die haufigsten Funktionstypen aufgelistet. o\

Ganzrationale Funktion 2. nges (P@?@I)

ohne Symmetrie \0 xOmit Achsengy@metrie

ey NI <
f(x) =ax’ + bx+c 0& \v f(x X + b

\v mit Punktsymmetrie
o o L
f(x) = ax® + tv- 0’» < f(x) = ax® + bx

Funktion 4. Grades (Parabel)

gme Symmetri mit Achsensymmetrie
ﬁ‘\ ax* + bx f(x) = ax* + bx* + ¢

@Iingungsanalyse

:‘e Nun muss man aus der Aufgabenstellung herausarbeiten bzw. analysieren, welche Bedingungen fur

den Verlauf der Funktion gegeben sind. Die Informationen sind haufig verschlisselt gegeben,
beziehen sich aber auf Kurvenpunkte, die Lage von Extremwerten und Wendepunkten. Neu kommt
jetzt hinzu, dass sich eine Bedingung auf eine Flachenangabe bezieht.

Im Folgenden wird ein Lésungsverfahren, bei dem gegebene Bedingungen schrittweise in den
Funktionsterm eingearbeitet werden, an einem konkreten Beispiel gezeigt. Dieser Losungsweg lasst
sich weitgehend auf andere Aufgaben Ubertragen.

Verdeutlichen Sie sich die einzelnen Schritte des Lésungswegs.
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Aufgabenstellung

Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades, die durch den Ursprung verlauft und an der
gleichen Stelle wie die Funktion k(x) = x* — 2x + 1 einen Extremwert hat. Bei x = 2 befindet sich der
Wendepunkt. Die Funktion schlief3t mit der Geraden x = 2 und den beiden Koordinatenachsen im vierten

Quadranten eine Flache von 12 FE ein.

Allgemeiner Funktionsterm:

f(x) = ax® + bx? + cx + d

Es ist gunstig mit einer Bedingung, fur die

hat, ermittelt werden kann.

zu beginnen, da hier sofort der Koeffizient,

x =0 gilt
der kein x

Analysieren der 1. Bedingung:

Mathematischer Ansatz der Bedingung:

Funktion verlauft glurch d
\ﬁ =)

Einsetzen der Werte:

d = 0 wird in die allgemeine
Ausgangsfunktion eingese,
ein erstes Zwischenerg
Funktionsterm, in dem n
Koeffizienten bestimmt wer;

S

mussen.

\

Es ist gunstig mit der
Bedingung fur den
Wendepunkt fortzufahren,
da in der zweiten Ableitung
nur die Koeffizienten aund b
vorhanden sind und man b

in Abhangigkeit von a

ausdricken kann.

N

Analysieren der 2. B@ung: 4'Wendepunkt bei x =2
Mathematischer@gatz der Bedi ng: f"(2)=0 mit f'(x) =3ax*+ 2bx +c
‘ f"(x) = 6ax + 2b
EinsetzeQe’Werte: 6a-2+2b=0 x = 2 wird in die
0 12a+2b=0 zweite Ableitung
o\ b=—_6a von f(x)
9 eingesetzt.
Zwischenergebnis fiir Funktionsterm: | f(x) = ax® — 6ax? + cx
f'(x) =3ax2—-12ax + ¢

Fir b wird nun der eben ermittelte Ausdruck
"—6a" in f(x) eingesetzt. Man erhalt nun ein
zweites Zwischenergebnis fir den
Funktionsterm, in dem sich die Anzahl der
Koeffizienten auf zwei reduziert hat.
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Analysieren der 3. Bedingung: Die x-Koordinate fur den Extremwert der gesuchten
Funktion f(x) stimmt mit der x-Koordinate des
Extremwertes der Funktion k(x) Uberein. Also muss die
x-Koordinate des Extremwertes von g(x) berechnet
werden:

k(x) =x?—2x + 1 0
k'(x)=2x-2 @‘
Extremwert: k'(x)=0 = ZXé— 0

= =1
Damit hat die Funktion f(x) an dgr@ﬁ x =1 einen

Extremwert.
o

Mathematischer Ansatz der Bedingung: | f'(1)=0 mit & x) = 3ax? — 12ax + ¢

Einsetzen der Werte: 3a-12 =123 9

= 1 wird in die
erste Ableitung
von f(x)
eingesetzt.

3. Zwischenergebnis fir Funktionsterm:

Durch Einsetzen von 9a fii
drittes Zwischenergebnis 4
Koeffizient a vorhande

Den letzten Koeffizienten ﬁlm '" ber Flachenbedingung. Da nur noch ein Parameter
vorhanden ist, geht man hi me fgabe in Kapitel 7 vor.

Analysieren der 2. Bedi@ng: 0 ie liegt zwischen den Grenzen 0 und 2 im vierten
V Quadranten, also unterhalb der x-Achse.

v
Mathematische atz der Be ng: Ao(2) = —\12 e
. ’ Achtung: \Y
Einsetze &Werte: 2 \/ Man mugss darauf
[f(x)dx =—12 ;
o\‘ 0 achten, ob die
Q ) Flache oberhalb
S _ 2 =— oder unterhalb der
\ /Der Koeffizient a ! (ax” —Bax” + 9ax)dx =12 x-Achse liegt. Bei
Wi_r_d mit der_ 1 9 Flachen oberhalb
‘ Flachenp_ted_lngung {Z ax ‘—2ax® + Eaxz} =-12 der x-Achse wird der
zahlenmalig Betrag mit positivem
bgstlmm’F und in das 4da—-16a+18a=-12 und bei Flachen un-
drlttewalsc_:hen- o ¥6a =_12 terhalb der x-Achse
ergebnis eingesetzt. i i -
\ e) g I a=_2 mit negativem Vor:

zeichen eingesetzt. /
f(x) = —2x° + 12x® — 18x -

Endergebnis:
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Strukturdiagramm zur Lésung von Rekonstruktionsaufgaben

Die Abfolge der einzelnen Losungsschritte bei der Rekonstruktion von Funktionen kann den

Rechenaufwand erheblich beeinflussen. Es ist daher sinnvoll, mit der im Diagramm vorgeschlagenen

Abfolge von Arbeitsschritten vorzugehen und jeweils mit den Zwischenergebnissen, in denen die Anzahl

der unbekannten Koeffizienten schrittweise geringer wird, weiter zuarbeiten. o
<

Festlegen
des allgemeinen
Funktionsterms

E.S atEs Zahlenwerte flr 0/ 0
dingungen, o S
LU YT > Koeffizienten
fur die gilt: : %
x=0 ermitteln o

Information
uber Wende-
oder
Sattelpunkt

Information . )

Uber das 0 _ ngen__fur

Steigungs- 05 ienten Uber
gung \‘ Q g '(x) ermitteln

verhalten
; <

) Beziehungen flr
@——» Koeffizienten liber
f(x) ermitteln

?
‘eo Ansatz uber Integral

Information liefert Ergebnis fir
A den letzten unbe- Endergebnis
zur Flache
kannten

Koeffizienten

\ 4

Aufgaben im Schulbuch:
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Kapitel 9: Volumenintegrale

Schaut man einem Kunsthandwerker beim Topfern auf der Tépferscheibe
zu, erkennt man, dass hier rotationssymmetrische Gegenstande entstehen.
Das Volumen dieser Gegenstande kann man mithilfe der Integralrechnung
ermitteln.

Fir Berechnungen ist es einfacher, wenn sich der Rotationskorper um die
x-Achse dreht. Dazu dreht man den Gegenstand, wie nebenan dargestellt,
in Gedanken um 90°.

&
>
< O

Die Formel fur die Volumenberechnung eines solchen tlor@pers wird dgGegenUberstellung
mit der Herleitung der Integrationsformel erlautert. eit |@ie dabei zuers‘ linke Spalte und
Ubertragen Sie die Ansatze und Uberlegungen aé re@Spalte

90 I‘thonsvolumen

Flache unter einer Kurve 0“'

In Kapitel 4 wurde die formelmaRige B un l@rechtecklgen Balken der Abbildung
das Integral mithilfe von Obersummyus [ rli Spalte um die x-Achse rotieren, so
n Balkenflachen hergeleitet. K\ o t @ zylindrische Scheiben:

¥ ! 0 ‘Ooo‘v

A1

%
I

N
&

“AX>
ache eines Balkens lasst sich mit der Das Volumen eines Zylinders lasst sich, wie Sie in
chenformel fur das Rechteck Uber A =f(x,)Ax | der Sekundarstufe 1 gelernt haben, mit der Formel
‘ berechnen. V =nr’h berechnen. Begriinden sie nun, warum
0 man die i-te Zylinderscheibe in der Abbildung mit

folgender Formel berechnen kann:
V; =nlf(x; )]2 AX
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Kapitel 11

Kapitel 11: Lineare Substitution

1. Wiederholung Zusammenhang Stammfunktion — Randfunktion — Ableitungsfunktion

Aufgabe 11.1

Verdeutlichen Sie sich am Beispiel der gegebenen Funktion f(x) = 12x> + 3x? die Zusammenhén
zwischen Randfunktion f(x), Stammfunktion F(x) und Ableitungsfunktion f '(x). Flllen Sie daz
Licken im Text aus. Auf das Hinzufiigen der Integrationskonstanten soll hier zur Vereinfac

verzichtet werden.
Q¢

F(x)=3x*+x3 % ée

Ableiten der S@ funktion

Aufleiten der Randfunktion

liefert die

also [f(x)dx =

Ableiten der Randfunktion

Aufleiten der& é@ Ny
‘ liefert die

liefert dle
(x)dx = :

\0
f'(x)=36x? + 6x
& 4E

Q\
N4
0

. Lineare Substitution

Beim Ableiten von Funktionen mit der Kettenregel haben Sie bereits die Begriffe innere und aullere
Funktion kennengelernt. Diese Begriffe spielen nun auch bei der hier behandelten Integrationsregel
eine Rolle, wobei hier nur Funktionen behandelt werden, bei denen die innere Funktion u(x) eine
lineare Funktion ist, also die Form u(x) = ax + b hat.

Mit der nun folgenden Aufgabe sollen grundlegende Zusammenhange zwischen der Randfunktion f(x)
und der zugehdrigen Ableitungsfunktion f '(x) fir Funktionen verschiedener Funktionsklassen mit
linearer innerer Funktion wiederholt werden.
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Kapitel 12

Kapitel 12: Allgemeines Substitutionsverfahren

Wie Sie im Kapitel "Lineare Substitution" bereits erkannt haben, wird dieses Integrationsverfahren bei
Funktionen eingesetzt, bei denen man zum Ableiten die Kettenregel verwendet. Wie bei der linearen
Substitution wird meist auch bei komplizierteren Funktionen die innere Funktion substituiert. Im Rahmen

dieser Unterlagen sollen haufig auftretende Standardmethoden bei der Substitution behandelt werden.

1. Standardverfahren bei der Integration durch Substitution

<

Die standardmaliige Vorgehensweise bei der Integration durch Substitution soll anhand der f@]den

Funktionen beispielhaft verdeutlicht werden. Das Substitutionsverfahren kann vor allem dan&
angewendet werden, wenn im Funktionsterm die Ableitung einer inneren Funktion u(x) als&

vorkommt.

m(x) = -10x(2-3x%)*

u'(x) = 2x steckt hier
drin, denn 4x =2-2x

tor

X4
A\
o@

u'(x) = 6x
steckt hier drin,

denn 10x=§~6x

Aufgabe 12.1

Erlautern Sie fir die Beispiele a)
Rechenschritte:

a) Unbestimmte Integra@?er Funktio
.

M(x) = [-10x(2 - :\%x

Subst@tﬁn T u=2-3

d—u:6x

du
6Xx

%

S
M(u)—gj.u du
M(u) :élu5 X Muss
395 sich
1 a2y vollsténdig
M(x)=—(2-3x2)° +¢ cGreon
lassen.

O ar
@ﬁj&q’

X) durch Substitution

u'(x) = 2x
steckt hier
drin, denn

<

X=—":2X

ils Q@gten Rechnungen bzw. erganzen Sie fehlende

Die innere Funktion
wird substituiert
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Kapitel 14

Kapitel 14: Beispiele zur Integration von e-Funktionen

1. Numerische Integration

FUr e-Funktionen wie f(x)= e'x2 existiert keine Stammfunktion. Daher kann man das Substitutions-

verfahren und die partielle Integration nicht anwenden. Flachen kénnen hier jedoch mit numerischen o
Verfahren wie der Mittelwertbildung aus Ober- und Untersumme oder dem Trapezverfahren 0
approximiert werden.

\@‘

Aufgabe 14.1 ‘
Ermitteln Sie einen Naherungswert fur die Flache, welche die Funktion f(x)= e 025 | tervall [0;4]
mit der x-Achse einschlief3t, indem Sie die Flache bei einer Balkenbreite von Ax‘= ithilfe von
Ober- und Untersumme approximieren. (Kontrollergebnis: A =1,76 FE) e\
o
\
Obersumme 0ontersumme
a) Zeichnen Sie in den y 0‘ @
beiden Abbildungen im s x \ x'o L 0
ersten Quadranten die VLN Q & ,;/ N b

Balken fiir die y \ & \v r (L @0

Obersumme bzw. flr die

Untersumme ein. o .*0 90 &0
.4 @ GNA&. LY m

b) Ermitteln Sie die folgende@ﬂb@‘!rte‘v?er{@%n Sie den Naherungswert fur die

Flache A .

_ >
O=__ $ o
P

f(1)= xS \
f(2)= _'\0
f(3)= o '\

f(4)= '\‘

.
rsumme: O =

O‘QUntersumme: U=

Naherungswert fur die Flache: A =

c) Erlautern Sie, wie man den Nahrungswert flr A verbessern kann:
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Kapitel 15: Logarithmische Integration
u'(x)

Besonders einfach ist die Integration durch Substitution, wenn die Funktion in die Form f(x) = )
u(x

umgeformt werden kann. Erganzen Sie:

Beispiel: 00

1
f(x)= Substitution u=1+4x 0
= Trax <

Die Substitution fuhrt ‘
zum Ausdruck é
was nach Ing ion
In|u}, @t
Betragsstriche §"nnen
, m

Erganzen Sie zum Merksatz: .‘9

1 1
F(X): Ia—: Zj.—du

F(x):% In|u|

F(x):%ln\1+4x\+c

Da alle Funktionen, welche in die F&f(x werden konnen, auf das

Integral kj du fuhre@nnwda@mr@ﬁntegratlonsverfahren umgehen und die

Stammfunktion sofort me\lﬁ%el a‘} é ermitteln.

U15.1
Geben Sie ohn@uhrllche Re ng d|e Stammfunktionen an. Achten Sie auf Betragsstriche:
p. i () = 2 U .
" -1 sin X 9x° +1
AN

Aufgaben im Schulbuch:
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